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Proba este alcătuită din 11 exerciții distincte, care pot fi rezolvate în ordine aleatorie. Este 
interzisă folosirea calculatoarelor de buzunar.  

1. Calculați numerele reale y astfel încât x ∈ ℝ să verifice  

y = (1 + cos(x)) (1 + sin(x))  

2. Fie n ∈ ℕ* și a ∈ [O, n]. Calculați valoarea maximă a expresiei  
 

 
unde x1,. . . ,xn sunt numere reale astfel încât 
 

 
3. Fie Γ un cerc de rază r și A, B, C, D patru puncte ale Γ astfel încât dreptele (AC) și 
(BD) sunt perpendiculare în punctul M. Calculați  
 

MA2 + MB2 + MC2 + MD
2 

în funcție de r. 
 
4. Calculați numerele complexe z astfel încât a,b ∈ ℝ+* să verifice expresia 
 

z2 + az + b=0. 
5. Arătați că  
 

 
6. Fie numărul real x. Se dă  
 

 
 

Simplificați expresia lui un. Specificați pentru ce valori ale lui x șirul (un)n≥0 este 
convergent și, în acest caz, dați limita acestuia. 
 
 
 



7. Arătați că, dacă r ∈ ℝ+*, cercul din planul ℝ2  cu centrul în punctul de coordonate  
                 și de rază r conține cel mult un punct de coordonate incluse în ℚ. 
 
 
8. Găsiți funcțiile 𝑓 din ℝ derivabile pe ℝ, astfel încât pentru orice x și y din ℝ să fie 
adevărată expresia: 
 

𝑓(x + y) = ex 𝑓 (y) + ey 𝑓 (x). 
 
9. Pentru n ∈ ℕ* se notează cu an ultima cifră a lui nn. Astfel:  
 

a1 = 1     a2 = 4,     a3 = 7,     a4 = 4,      a5 = 5,     a6 = 6,     a7 = 3. 
 
Găsiți t ∈ ℕ* astfel încât : 
 

∀n ∈ ℕ*, an+t = an. 
 
10. Se dă următoarea expresie unde n ∈ ℕ* : 
 

 
a) Arătați că : 

 
∀n ∈ ℕ*, Hn ≥ ln(n). 

 
b) Pentru n ∈ ℕ* fie σ(n) suma divizorilor lui n. De exemplu : 

 
σ(60) = 1+2+3+4+5+6+10+12+15+20+30+60 = 168. 

 
Arătați că 
 

 
c) Arătați că există o infinitate de numere întregi m≥2 astfel încât  

 

 
11. Fie p un număr prim impar. Pentru a ∈ ℤ se notează vp(a) exponentul lui p la 
descompunerea în factori primi a lui a. Astfel, de exemplu: 
 

v3(140) = 0,      v3(66) = 1,      v3(18) = v3(99) = 2. 
 
Fie x și y două numere naturale distincte indivizibile cu p, dar p divide x – y. Pentru 
n ∈ ℕ*, arătați că : 

vp(x
n − yn) = vp(x − y) + vp(n). 


